Tabea Rohr

Allgemein, nicht formal

Uber einen grundlegenden Unterschied zwischen Freges
Begriffsschrift und der modelltheoretischen Logik

1 Quantifikation ohne Quantor

Gottlob Frege gilt gemein hin als der Begriinder der Quantorenlogik.
Richtig daran ist, dass man in seiner Begriffsschrift aus dem Jahre
1879 erstmals ein Axiomensystem fiir die vollstdndige Axiomatisierung
der Pradikatenlogik erster Stufe findet. Nicht richtig ist hingegen, dass
das Hohlungszeichen nur eine andere Schreibweise fir das ist, was
man heute als Quantor bezeichnet. Dieser Gedanke ist nicht neu. Poli-
menov gab in seinem Aufsatz ,Gibt es wirklich Quantoren in Freges
Quantifikationstheorie?“' schon eine negative Antwort auf seine Titel-
frage. In seiner Begriindung verweist Polimenov auf das Zeicheninven-
tar von Freges Logik. Anders als in der mathematischen Logik der
Gegenwart gebe es in der Begriffsschrift keinen Unterschied von
gebundenen und freien Variablen. Die Buchstaben, die in Freges Logik
falschlicherweise mit den freien Variablen identifiziert werden, seien
keine bloflen Platzhalter, die erst an einen Individuenbereich ,,gebun-
den“ werden, sondern driicken bereits Allgemeinheit aus. Das Hoh-
lungszeichen sei aus diesem Grund gar nicht in jedem Falle nétig, um
eine Allaussage zu formalisieren. Deshalb, so Polimenov, seien die klei-
nen lateinischen Buchstaben die ,, Allgemeinheitsbuchstaben.“

Im folgenden soll gezeigt werden, dass diese Problematik sympto-
matisch ist fiir einen grundlegenden Unterschied zwischen Freges Ver-
stdndnis von Logik und dem der Modelltheorie, der eine blofle Tran-

1 Polimenov, Todor: Gibt es wirklich ,,Quantoren® in Freges Quantifikations-
theorie? Ein Beitrag zur Beleuchtung der Verwendungsweise unbestimmt andeu-
tender Buchstaben zum Ausdruck der Allgemeinheit durch Frege. In: Otto Neu-
maier, Clemens Sedmak und Michael Zichy (Hg.): Philosophische Perspektiven.
Beitrige zum VII. Internationalen Kongress der Osterreichischen Gesellschaft fiir
Philosophie. 1. Aufl. Heusenstamm: 2005, S. 357-363.

2 Ebd. S. 362.
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skription beider Systeme ineinander unméglich und eine Ubersetzung
derselben schwierig macht.

2 Ein kurzer Vergleich der Begriffsschrift mit der modelltheoretischen
Logik

Die Aussage Polimenovs, es gebe bei Frege keine Entsprechung fiir die

freien und gebundenen Variablen, erscheint evident, vergleicht man die

Begriffsschrift mit der modelltheoretischen Logik im Ganzen. Dabei las-

sen sich folgende, aufeinander aufbauende Unterschiede festmachen:

a) In der modelltheoretischen Logik wird zur Interpretation der Zei-
chen ein Individuenbereich festgelegt, nicht aber in der Begriffsschrift.
Frege schrankt den Bereich seiner deutschen Buchstaben, die hdufig mit
den gebundenen Variablen gleichgesetzt werden, nur ein, indem er for-
dert, dass der gesamte Ausdruck Bedeutung gewinne, wenn man einen
solchen deutschen Buchstaben ,durch einen Namen ersetzt, der einen
Gegenstand bedeutet“.” Alle anderen Einschrinkungen miissen in der
Formel selbst explizit gemacht werden. Insofern muss man die Ein-
schatzung, die man gelegentlich tiber Frege liest, dieser habe einen
fixierten Individuenbereich," gar nicht als eine Einschriankung der
Frege‘schen Logik betrachten. Mit Freges ,fixiertem Individuenbe-
reich®, wenn man in diesem Fall denn tiberhaupt von einem ,,Individu-
enbereich“ reden sollte, kann man von allen Gegenstédnden sprechen
und somit jede Aussage treffen, die, zumindest nach Freges Referenz-
theorie, wahrheitswertfdhig ist. Deshalb sollte darin nicht weniger als in
jedem beliebig grofem Individuenbereich ausgedriickt werden kénnen.

b) Begriffsschriftaussagen mit lateinischen Buchstaben driicken
schon immer wahrheitswertfihige Sdtze aus, modelltheoretische Aussa-
gen mit Variablen sind jedoch zundchst nur Aussageformen. Einer
freien Variable ist in der modelltheoretischen Logik noch kein Individu-
enbereich zugewiesen, dadurch kann eine Formel, die eine solche Varia-
ble enthélt, noch gar keine Aussage ausdriicken, denn es ist ja vollkom-
men unklar, was fiir eine freie Variable eingesetzt werden kann. Fiir
Freges kleine lateinische bzw., in Freges Terminologie gesprochen,
y2unbestimmt andeutende“ Buchstaben, die félschlicherweise haufig mit
diesen freien Variablen identifiziert werden, ist dies hingegen immer
festgelegt — jeder Name, der einen Gegenstand bedeutet.

3 Frege, Gottlob: Grundgesetze der Arithmetik. Band I. [1893] In: Grundgesetze
der Arithmetik I/II. Hildesheim: 1998, S. 11.

4 Vgl. z.B. Putnam, Hilary: Peirce the Logician. In: Hilary Putnam: Realism with
a human face. Hg. v. James Conant. Cambridge, Mass.: 1992, S. 252-260 oder auch
van Heijenoort, Jean: Logic as calculus and logic as language. In: Robert S. Cohen
und Marx W. Wartofsky (Hg.): Boston Studies in the philosophy of science. Bd. 3.
Dordecht (Holland): 1964/1966, S. 440-446.
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¢) Die Quantoren machen aus Satzformen allgemeine Sdtze. Das
Hohlungszeichen schrinkt die Allgemeinheit auf bestimmte Teile der
Formel ein. Da bei Frege auch Formeln ohne Hohlung, die einen klei-
nen lateinischen Buchstaben enthalten, Sdtze und nicht blofi Aussage-
formen sind, ist Polimenovs Aussage, Freges vermeintliche Quantoren
seien nicht die Operatoren, die aus einer Aussagefunktion eine generelle
Aussage erzeugen,’ trivialerweise wahr. Das Hohlungszeichen ist neben
den kleinen lateinischen Buchstaben zum Ausdruck der Allgemeinheit
nur notig, um die Allgemeinheit auf einen bestimmten Teil der Formel
einzuschrénken, damit etwa der Unterschied zwischen ,alle nicht“ und
yhicht alle* oder verschachtelte Allgemeinheitsbeziehungen ausgedriickt
werden konnen.’

3 Ubersetzungsversuche

Im vorherigen Abschnitt sollte deutlich geworden sein, dass das Hoh-
lungszeichen kein Quantor, die lateinischen Buchstaben keine freien
Variablen und die deutschen Buchstaben keine gebundenen Variablen
sind. Bei sogenannten ,Transkriptionen“’ der Frege’schen in die
moderne Notationsweise wird jedoch dieser Eindruck vermittelt. Freges
Begriffsschrift unterscheidet sich aber von dem, was man in modernen
Logiklehrbiichern findet, nicht einfach durch das Notationssystem, son-
dern sie besitzt ganz andere Grundbausteine. Will man also eine Formel
der modelltheoretischen Logik in der Begriffsschrift darstellen oder
umgekehrt, so ist dazu keine reine Transkriptions- sondern eine Uber-
setzungsleistung notwendig.

Ein Begriffsschriftsatz, wie
 f@
darf man in der modelltheoretischen Logik nicht einfach mit der For-
mel:

f(z)

5 Polimenov, Todor: Gibt es wirklich ,, Quantoren® in Freges Quantifikationstheo-
rie? a.a.0., S. 362.

6 Polimenov (ebd.) versucht zu zeigen, dass der Unterschied zwischen ,alle nicht*
und ,nicht alle“ sich in der Begriffsschrift auch ohne die Verwendung der Hoéhlung
darstellen lasst. Seine Losung, Klammern zu verwenden, um diese Unterscheidung
kenntlich zu machen, ist insofern unbefriedigend, als es in Freges Begriffsschrift
keine solche Verwendungsweise von Klammern gibt, so dass, da nicht in jedem Fall
auf das Hohlungszeichen verzichtet werden kann, auf diese Weise ein zusétzliches
Zeichen noétig wird. Polimenovs Darlegung zeigt trotzdem eindrucksvoll, dass in der
Begriffsschrift nicht nur Allgemeinheitsaussagen, sondern auch Existenzsitze ohne
Verwendung der deutschen Buchstaben ausgedriickt werden kénnen.

7 Ein typisches Beispiel dafiir ist die 2009 erschienene , Transkription in moderne
Formelnotation“ der Grundgesetze der Arithmetik von Thomas Miiller, Bernhard
Schroder und Rainer Stuhlmann-Laeisz.
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wiedergeben, denn diese driickt im Gegensatz zur Begriffsschriftformel
keinen Satz aus, sondern nur eine Aussageform. Die Ubersetzung muss
also, da der kleine lateinische Buchstabe in der Begriffsschriftformel All-
gemeinheit ausdriickt, mit einem Quantor wiedergegeben werden:
Na: f(a)

Bei dieser Ubersetzung ergibt sich wiederum die Frage, iiber welchen
Individuenbereich der Quantor quantifizieren muss. Um der Begriffs-
schriftformel zu entsprechen, miisste der Individuenbereich die Menge
aller Namen sein, die einen Gegenstand bedeuten. Ganz abgesehen
davon, dass diese Menge unter Umsténden nicht definiert werden kann,®
wéare der Wahrheitswert abhéngig davon, welche Gegenstinde es gibt.
Eine Frage, die in der mathematischen Logik eigentlich nichts zu
suchen hat.

Maochte man umgekehrt eine modelltheoretische Formel in Begriffs-
schrift darstellen, so muss man die Einschrdnkung auf den jeweiligen
Individuenbereich explizit innerhalb der Begriffsschriftformel aus-
driicken. Eine modelltheoretische Formel:

Nz eR: [P(z) - Q(z)]

kénnte man in der Begriffsschrift darstellen, indem man die Zugehorig-
keit zum Individuenbereich auch als Begriff auffasst und das Fallen
unter diesen Begriff als Bedingung in die Begriffsschriftformel bringt:

ke Q(a)
—[ P(a)
L R(a)

Diese Formel ist wiederum identisch ist mit:
| Q(a)
L P(a)
L R(a)

Diese Begriffsschriftformel ist zwar unter den gleichen Umstédnden
wahr, wie die Ausgangsformel, sie ist jedoch trotzdem nicht einfach eine
andere Schreibweise fiir jene. In der modelltheoretischen Formel wird
ein klar umgrenzter Individuenbereich gegeben. Die Formel driickt aus,
dass jeder Gegenstand dieses Individuenbereichs die Formel:

8 Wenn man Mengen bzw. Klassen auch als Gegenstande ansieht, wie es Frege
tut, so muss man auch die Menge aller Gegenstinde, also den Individuenbereich
selbst, als Gegenstand ansehen. Somit muss sich der Individuenbereich selbst enthal-
ten, was, wie spétestens seit Russell bekannt, problematisch ist.
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P(z) — Qz)
erfillen. Freges Begriffsschriftformel ist jedoch wahr, wenn alle Namen,
die einen Gegenstand bedeuten, die Formel:
R(z) - [P(z) - Qz)]

erfillt. Damit wird etwas iiber alle Gegenstédnde tiberhaupt ausgedriickt
und nicht iiber eine vorgegebene Menge.

Noch komplizierter wird es, moéchte man eine Formel der modell-
theoretischen Logik ohne angegebenen Individuenbereich wiedergeben,
also etwa ein Axiom wie beispielsweise:

[Nz f(2)] - f(a)
Obwohl diese Regel nichteinmal eine freie Variable enthélt, denn ,a“
steht hier fiir eine Konstante, gibt es hier keine befriedigende Moglich-

keit, eine adiquate Ubersetzung in Begriffsschrift zu finden. Man findet
zwar in der Begriffsschrift das dhnliche Gesetz:’

Ef ()
o f(a)
Diese Begriffsschriftformel soll aber Bedeutung haben, d.h. einen wah-
ren Satz ausdriicken, wohingegen die modelltheoretische Formel nur

syntaktisch ist. Die reine Syntax eines Axioms kann aber in der
Begriffsschrift nicht ausgedriickt werden.

4 Allgemeinheit versus Formalitit

Die erlduterten technischen Schwierigkeiten sind symptomatisch fir
einen grundlegenden Unterschied zwischen Freges Logikkonzeption und
der modelltheoretischen Logik, der im Bereich der Philosophie der
Logik verortet und mit dem Adjektivpaar allgemein/formal beschrieben
werden kann.

Wenn Polimenov schreibt, dass der eigentliche Ausdruck der Allge-
meinheit in den unbestimmt andeutenden Buchstaben liege,” so weist er
damit auf den wichtigen Punkt hin, dass Freges Begriffsschrift sich von
der modernen Logik nicht nur durch das Notationssystem unterschei-
det. Die Betitelung , Allgemeinheitsbuchstabe“ vermittelt jedoch den
Eindruck, die andeutenden Buchstaben héatten die besondere Funktion,
Allgemeinheit auszuriicken. Nun gibt es aber in der Begriffsschrift
neben den deutschen Buchstaben der Hohlung nur diese Allgemeinheit

9 Dies ist die 58. Formel im zweiten Teil von Frege, Gottlob: Begriffsschrift.
[1879] In: Begriffsschrift und andere Aufsitze. Hildesheim: 1993, §22.

10 Polimenov, Todor: Gibt es wirklich , Quantoren® in Freges Quantifikations-
theorie? a.a.0., S. 362.
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ausdriickenden, andeutenden Buchstaben. Es ist also nicht moglich, in
der Begriffsschrift eine Formel allein aus logischem Vokabular aufzu-
bauen, die nicht allgemein ist," es sei denn die Allgemeinheit wird unter
Zuhilfenahme eines Hohlungszeichens explizit verneint.” Diese Form der
Allgemeinheit der Begriffsschriftformel spielt ndmlich innerhalb von
Freges Logikkonzeption eine ganz andere Rolle als die Allaussagen in
der modernen Logik. So handelt zwar jede Begriffsschriftformel ebenso
wie eine modelltheoretische Allaussage von dem gesamten Individuenbe-
reich, da dieser ,Individuenbereich® in der Begriffsschrift aber alle refe-
rierenden Namen enthélt, ist diese Allgemeinheit Ausdruck fiir die All-
gemeingiltigkeit. Somit sind jedoch allgemeine Sédtze keine speziellen
Begriffsschriftsitze, sondern alle rein logischen Begriffsschriftsatze"” sind
allgemein qua Logik. Die allgemeingiiltigen Sétze der modelltheoreti-
schen Logik sind die Axiome. Diese sind zwar gqua Axiom in jedem
beliebigen Individuenbereich wahr," aber an sich nur formal und nicht
schon immer allgemein im dem Sinne, dass sie von irgendeiner Allheit
handeln.

Um zu verstehen, warum Freges Begriffsschriftsdtze umgekehrt all-
gemein, nicht aber formal sind, lohnt sich ein néherer Vergleich seines
Standpunktes mit der Logik von Boole und Schroder. Hier duflert Frege
explizit, er wolle keine ,formale“ bzw. ,abstrakte“ Logik schaffen, son-
dern mit seiner Logik Inhalte ausdriicken;” und zwar nicht einfach
indem Begriffe mit ,,schon vorhandenen Grenzlinien“ einfach kombiniert
werden, sondern indem Begriffe erst durch Analyse der Bestandteile
gebildet werden. Seine Allgemeinheitsdarstellung mit den andeutenden
Buchstaben und den Hohlungszeichen war ihm dafiir ein Instrumenta-
rium von zentraler Bedeutung. Mithilfe seines Verstandnisses von Allge-
meinheit kann Frege Aussagen formalisieren, ohne Begriffe als extensio-
nal gegeben vorauszusetzen. Der Satz ,Alle Menschen sind sterblich.“
ist nicht deswegen wahr, weil, wie Boole oder Schroder es deuten wiir-
den, die gegebene Menge der Menschen in der gegebenen Menge der
Sterblichen enthalten ist, sondern weil von allen Gegenstédnden iiber-

11 Zumindest in der Begriffsschrift in der Form von 1879. Mit der Einfithrung des
Wertverlaufs in den Grundgesetzen der Arithmetik ist es moglich, mit rein logischen
Zeichen von Gegenstdnden zu sprechen, also einen nicht allgemeinen Satz auszu-
dricken.

12 Eine solche Formel driickt die Existenz aus.

13 Bei Frege selbst findet sich keine explizite Unterscheidung zwischen rein logi-
schen Begriffsschriftsdtzen und solchen, die extralogische Inhalte ausdriicken. Hier
sollen unter ,rein logischen Begriffsschriftsiatzen“ Ausdriicke verstanden werden, die
allein mit den Elementen einer Begriffsschrift auskommen, die fiir Frege innerhalb
eines Beweises des Logizismus‘ zulédssig sind.

14 Hier wird natiirlich vorausgesetzt, dass das Axiomensystem korrekt ist.

15 Vgl. Frege, Gottlob: Uber den Zweck der Begriffsschrift. [1883] In: Begriffs-
schrift und andere Aufsiatze. Hildesheim: 1993, S. 97.
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haupt diejenigen, die unter den Begriff Mensch fallen, auch immer
unter den Begriff sterblich fallen. A=A gilt fiir Frege, weil fiir ,A“ jeder
Gegenstand tiberhaupt eingesetzt werden kann und nicht, weil die Iden-
titatsrelation als die Menge aller 2-Tupel der Form (A,A) definiert ist,
wobei A aus dem gegebenen, klar umgrenzten Individuenbereich
stammt. So ldsst sich Freges Kritik in ,Booles rechnende Logik und
meine Begriffsschrift“ verstehen, dass weder Leibniz noch Boole Inhalte
hétten ausdriicken konnen, weil keiner von beiden seine Form der All-
gemeinheitsdarstellung besifie”® und ihre Logik deswegen rein mecha-
nisch sei.” In dieser Kritik kommt eine Besonderheit der Frege’schen
Logikverstdndnisses zum Ausdruck. Frege fordert mit seiner Logik
objektiven Geltungsanspruch. Logik, so Frege, handle von der Wahr-
heit.” Die Grundgesetze der Begriffsschrift sind also wahre Aussagen
iiber alle Gegenstidnde. Deshalb kann es in Freges Logik auch keine rein
formalen Gesetze geben. Die Gesetze ziehen schliefilich ihren Geltungs-
anspruch aus der Wahrheit der in ihnen ausgedriickten Inhalte.” In die-
ser Hinsicht unterscheiden sich logischen Sétze nicht von anderen S&t-
zen. Das Verhéltnis von logischen Satzen zu nicht logischen Sétze
besteht bei Frege also nicht darin, dass die einen formal, die anderen
inhaltlich sind, sondern darin, dass die einen den hochsten Grad von
Allgemeinheit haben, die anderen weniger allgemein sind, da durch ein
auflerlogisches Pradikat, wie beispielsweise ,Mensch“, der Individuenbe-
reich eingeschrankt wird. Somit kann bei Frege nicht zwischen der
Betrachtung der Wahrheit und der Giiltigkeit unterschieden werden,
wie es fiir die modelltheoretische Logik genuin ist.

Diese fehlende Unterscheidung verursacht die Probleme, die bei dem
Versuch, Formeln aus beiden Logikkonzeptionen ineinander zu iiberset-
zen, auftreten. Begriffsschriftgesetze sind weder, wie die Axiome in der
modelltheoretischen Logik, rein formal, noch sind sie fiir irgendwelche
Modelle gegebenen Individuenbereichen wahr. Somit liegt der eigentli-

16 Vgl. Frege, Gottlob: Booles rechnende Logik wund die Begriffsschrift.
[1880,/1881] In: Nachgelassene Schriften. Hg. v. Hans Hermes [u.a.]. Hamburg: 1983,
S. 39.

17 Freges Form der Allgemeinheitsdardstellung besitzen die algebraischen Logiker
auch nicht, nachdem sie eine eigene Ausdrucksweise fiir die Quantifikation erfunden
haben, da diese mit ihrem Rekurs auf einen abgegrenzten Bereich von Individuen
den Quantoren der modelltheoretischen Logik wesentlich &hnlicher sind als Freges
Hohlungszeichen.

18 Vgl. z.B. Frege, Gottlob: Aufzeichnungen fir Ludwig Darmstaedter. [1919] In:
Nachgelassene Schriften. Hg. v. Hans Hermes [u.a.]. Hamburg: 1983, S. 273.

19 Dem wird Frege sogar in der Notation seiner Begriffsschrift gerecht, indem er
mit dem Urteilsstrich ein eigenes Zeichen einfithrt, um auszudriicken, dass ein Satz
als wahr anerkannt werde. Es ist in gewisser Weise kurios, dass dieses Zeichen, den
Frege , Urteilsstrich nennt, in der modelltheoretischen Logik ausgerechnet als Zei-
chen fir die Ableitbarkeit iibernommen wurde, obwohl Frege nicht blofle Giiltigkeit,
sondern Wahrheit auszudriicken gedenkt.



70 Tabea Rohr

che Grund fiir die Ubersetzungsschwierigkeiten nicht in einer geringfii-
gig unterschiedlichen Gebrauchsweise einzelner Zeichen, wie etwa des
Quantors und des Hohlungszeichens, sondern in einer komplett unter-
schiedlichen Auffassung des Verhéltnisses von Logik und Wahrheit.

5 Kann es ,,Quantoren“ in Freges Quantifikationstheorie geben?

Aus diesen Uberlegungen lisst sich auch eine Antwort auf Polimenovs
Titelfrage ,,Gibt es Quantoren in Freges Quantifikationstheorie?“ herlei-
ten. Da fiir Frege die Logik von der Wahrheit handelt, kann es fiir ihn
keine Trennung von Syntax und Semantik geben. Da es keine Trennung
von Syntax und Semantik gibt, konnen Begriffsschriftsidtze nicht in ver-
schiedenen Modellen interpretiert werden, sondern sie handeln immer
im weitesten Sinne von allem, also von allen Gegenstinden iiberhaupt.
Deswegen ist auch fiir die andeutenden Buchstaben schon immer eine
Interpretation gegeben. Somit kann es keinen Operator geben, der ein
Zeichen erst an einen Individuenbereich bindet. Also gibt es in Freges
Begriffsschrift nicht nur keine Quantoren, sondern es kann auch keine
Quantoren geben.”

20 Fir wertvolle Kommentare und Diskussionen zu einer fritheren Fassung dieses
Aufsatzes danke ich Todor Polimenov.



